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المركز الوطني لتطوير المناهج التربويّة 


ملحق الرياصيات 
الهندسة 


الصف الأوّل الثانوي 
الوحدة الخامسة 


2 -2021 م 
2 ه 


تسعى وزارة التربية إلى تطوير المناهج وتحديثها باستمرار وبناء على ذلك نضع بين أيديكم ملحقا 
لكتاب الهندسة لطلاب الصف الأول الثانوي العلمي ليضيف إلى معلوماتهم زاداً مفيدأ» وهو 
مؤلف من وحدة درسية واحدة حول القطوع المخروطية (الدائرة» القطع المكافئ» القطع الناقص. 
القطع الزائد) لما لها من أهمية كبيرة في الصفوف اللاحقة بالتعرف على المعادلات التربيعية 
المعبرة عن كل من هذه القطوع وخواصها المتعددة ووصف مساراتها بدقة وفقاً لهذه المعادلات 
وتطبيقاتها في العلوم المختلفة» كالعلوم الفلكية وحركة إلكترونات الذرة في مساراتها حول النواة 
والأطباق اللاقطة للإشارات اللاسلكية مما يساعدنا في توصيف هذا المسارات بمعادلات خاصة 
تميز حركتها » وقد زوّد كل بحث بعدد من الأمثلة والتدريبات والأنشطة والمسائل المتنوعة 


لتنمية مهارة المتعلمين ومتابعة تعلمهم المستقبلي لتحقيق الأهداف المرجوة. 


نأمل من زملائنا تزوددنا بمقترحاتهم الميدانية البئّاءة لتضافر الجهود والإفادة منها في تطوير 
منهاجنا الوطني. 


المعدون 








القطوع المخروطيّة 











230 الذائرة 

© القطع المكافئ 
© القطع الدّاقص 
6 القطع الرّائد 










لن 


مقدمة 


نتأمّل في الفراغ مستقيمين 4 و 7 متقاطعين في 0» يحصران بينهما زاوية 6 1 
حيث |9.2]| 20 < 1 
2 
إن دوران ‏ حول خ دوزة كاملة مخ يقاء 36 ب 00000 7 
00 


رأسه 0» وهو عبارة عن فرعين يشتركان بالرأس © نرمَّزه (©). نسمّي المستقيم 


الشكل المجاور: «2 "0 


ومن تقاطع السّطح المخروطي الدّوراني ("©) مع مستو7 (لا يمر برأسه 0) يمكن أن نحصل على 
3 المستوي يعامد 4 محور الشنطح المخروطيّ » عندئد يعون المقطع دائرة. الشكل (1). 
« المستوي 7 يقطع جميع مولّدات السّطح المخروطيّ ولا يواني المحور 4» عندئذ يكون المقطع 
قطعاً ناقصاً. الشكل (2). 
« المستوي 7 يوازي أحد مولدات الشطح المخروطيء عندئذ يكون المقطع قطعاً مكافئاً. الشكل (3). 
« المستوي 7 يوازي المحور 8 » عندئذ يكون المقطع قطعاً زائداً. الشكل (4) . 











0 الذائرة 
87 تعريوه 
لتكن © نقطة من المستويء؛ وليكن ” عدداً حقيقياً موجب تماماً. إِنّ الدائرة التي مركزها © ونصف قطرها ” 
هي مجموعة النقاطا 14 من المستوي التي تبعد عن 0 مسافة تساوي ". نُرمّز هذه الدائرة بالرّمز (0)0,7 
ويقرأ الدائرة التي مركزها 0 ونصف قطرها 7. 

عندئذٍ أيَاْ كانت النقطة 14 » فإنّ الشرط (0,7)© ع 11 يكافئ , - //0. 

إذن: تتعيّن الدّائرة إذا علم مركزها ونصف قطرها. 

معادلة دائرة عُلمَ مركزها ونصف قطرها: 

في مستو منسوب إلى مَعْلَم مُتجايس (0,7,7) نتأمّل نقطة [ /20,1) 22 ونتأمّل عدداً حقيقياً موجباً 7. 

تنتمي النقطة (1,:ه)/1 إلى الدائرة (0)2,7 إذا وفقط إذا تحقق الشرط 
+ -/93© أو 2م - 01/2©. فإذا عيّرنا عن ذلك بتطبيق قانون 
المسافة بين نقطتين وجدنا: 

ح ون - #) + زمه -م) 9 
والعكس صحيح أيضأء أي إِنّ كل نقطة (11)2,17 تحقق العلاقة © 
تقع حتماً على الدائرة (0)90,7. 
نُسمّي المعادلة © الشكل النئموذجيّ (الصيغة المختزلة) لمعادلة دائرة 
مركزها [ .0,1 )20 ونصف قطرها 7. 


جدْ المعادلة للدائرة التي مركزها (2.5-)2 و نصف قطرها 4 - 7. 


المعادلة هي: 16 - 5 3 17 ل 2 ل ا 


جد إحدائيّات المركز» ونصف قطر الدّائرة التي تقبل 25 - "[4 - ,و) + “[1 - ) معادلة لها. 














المعادلة لها الشكل 72 -ح “(نن - ,) + “(0 -) وبالتّالي نجد أن مركزها | 1,4)© ونصف قطرها 


ل" 


حالة خاصّة: معادلة دائرة مركزها مبدأ الإحداثيات (0)0,0 و نصف قطرها , هي: |2 - 2ن + 2|. 











إل اكتب معادلة دائرة مركزها (0)0,0 و نصف قطرها 3/ه - م7. 


المعادلة 3 ح 2ن ل أبنو 


00 9 - شر + 2ه هي معادلة لدائرة مركزها (0)0,0 ونصف قطرها 20/3 - 0/12 - . 
وضع نقطة بالنُسبة إلى دائرة: 
لتكن الدّائرة | 0,7 )© دائرة في المستوي 7» ولتكن /1 نقطة من هذا المستوي. لتعيين وضع 11 بالنُسبة إلى 








ا رأ نقطة خارج الذائرة» إذا وفقط إذا 7 حر /01( 
2- ,11 تنتمي إلى الدائرة» إذا وفقط إذا ” - ي/01 
3- ,11 نقطة داخل الدائرة» إذا وفقط إذا ”7 > 01/1 530 


ة. 1 
إل الذائرة ) المُعيّنة بالمعادلة: ‏ 5-9 تر+ ”2 


عيّن وضع كل من التقطتين (1,1) 4 و(3-,2) 8 بالنُسبة إلى الدّائرة ©. 








لمعرفة وضع نقطة بالنسبة لدائرة نحسب بُعد هذه النقطة عن مركز الدائرة فنحصل على إحدى الحالات السابقة. 
من معادلة الدّائرة 00 نستنتج أنَّ مركز الدّائرة هو [0)0,0 ونصف قطرها يساوي 3 - /. 


بُعد 4 عن مركز الدائرة يساوي: 3 > 2/. - 1-0(2) + 0(7 -1)/ - 04» أي إِنّ ” > 04 إذن 


تقع داخل الدائرة. 
كذلك نجد أنّ: 3 < 13/. - 0(2 - 3-) + 0(27 - 2)/, - 08.» إذن ” < 08 والنقطة 2 تقع خارج 
الذائرة. 


الصَّيغة العامّة لمعادلة دائرة: 
نتأمَّل الصّيغة القياسيّة لمعادلة دائرة مركزها [ /2:,1 )© ونصف قطرها 7» وهي: 
د “ون - به) + “لزنه - جه) 
١ - 2‏ + 2 ث2 ل 1 +- :22:04 بد خرن 
0 - #1 شر د كونة ل /21 2 تر ل 1 
والصّيغة الأخيرة لها الشكل الأتي 0 دع + روزا + :وم + ”رن ل “ثم 
حيث 0,5,6 ثوابت حقيقية. وتسمّى هذه الصّيغة بالصّيغة العامّة لمعادلة دائرة. 








فكر 


ما الشرط الذي يجب أن تحقّقه الأعداد 4,6,6 كي تمثل الصيغة العامة أعلاه معادلة دائرة؟ 


اكتب بالصّيغة العامّة معادلة دائرة مركزها [1,2-)2 وتمرٌ بالتقطة (2-,1)2/ وارسمها. 
نعلم أنّ معادلة الدائرة المطلوبة هي 0 
5 - [2-ن) + [1+ م 
وهي تؤول بعد النّشر والإصلاح إلى الصّيغة: 
0 - 20 دي4 21 + 2ن ل أن 
الرسم: 


إيجاد مركز ونصف قطر دائرة معادلتها بِالصَيغْةُ ‏ 2 


إذا كانت معادلة الدّائرة مكتوبة بالصّيغة العامّة وأردنا 
إيجاد إحدائيّات مركزها ونصف قطرهاء فإنه بالإتمام إلى 
مريّعين كاملين بالنُسبة إلى:ه و؛» تُردَ المعادلة إلى الشكل القياسيّ ”7 ح “(؛ - ,ه) + “(ونه - نه) ويمكننا 


لتكن 0 ح 6 د 6 + ند - شن ل ذبنو هي معادلة لدائرة ). 
8 كنب المعائلة بالضيفة القيابثة. 
امش رحداقات ور الأرضن نو حسف ترما 


60 ح 6 سد و6 + شن + و2 - 2بر 


8) بالإتمام إلى مرتعين كاملين نجد: 0 - 6 + 9 - (9 + ,6 + “ن) + 1 - (1 + :2 - 2نم) 
0 -3(2-4 +ين) + 15 --) 


ومنه نجد الصّيغة المختزلة: 4 ع 3(5 + 0) + 1(5- :) 
0) بمقارنة المعادلة السّابقة مع الصّيغة 2م ح 2(ن- ,) + “(ر,نه - ) إذن مركز الدّائرة © هو 
[3-,0)1© ونصف قطرها يساوي 2 ح م. 














إل لتكن 0 ح 6 + :و6 ب ”,و + 5ه هي معادلة لدائرة 0 . 


8) اكتب المعادلة بالصّيغة القياسيّة. 


0) استنتج إحداثيّات مركز الذائرة 07 ونصف قطرها. 


الخلا 





- 2 2 
8) بالإتمام إلى مرتع كامل نجد: 0 د حك كروهك نو حك 107 
0 ند قنك وت :ودع وق نحد 2زم 
ومنه نجد الصّيغة الفياسيّة: 3 ع ضن + (3+ه) 
0) بمقارنة المعادلة السّابقة مع الصيغة “م ح 2(ون - ن) + “(,نه - ) نجد أن مركز الدائرة '© 


هو (3,0-)292 ونصف قطرها 8/ه - ". 


المعادلة ذات الصّيغة 0 -ع + ,و + :هم + ”,+ 2م » حيث » , ٠‏ , © ثوابت حقيقيّة لا تمثل 

بالضّرورة دائرة» إذ بالإتمام إلى مريّعين كاملين بالتسبة إلى :ه و نردّها إلى الشكل: 
# ع “روس )به زوه ه) 

حيث / هو عدد حفيقئ» وهنا نميْز ثلاث حالات: 

0 < # عندئذ تمثّل المعادلة الدائرة التي مركزها (#,,:ه) ونصف قطرها :7/. 

غ 0 - # عندئذ تؤول المعادلة إلى الشكل 0 -ع “(,: - »ه) + ”“(ننه - :ه)» وهذا يتحقّق في حالة واحدة 

فقط وهي عندما ,:ه - :د و,؛ - ,إء أي إنها تمثل التقطة الوحيدة (ل؛,,:2) . 
ل 0 > # عندئذ تمثل المعادلة 0 > ©( - ,) + “(0(:ه - ) المجموعة الخالية © . 





إل عيّن مجموعة التقط التي تمثلها كلّ معادلة من المعادلات الآتية: 
9 0 4 درو دن4 ل كن ل تجو 
© 5-0 دي6 د22 شن ل 2:2 
© 0 - 6 دن لد ن4 + شن + تن 


0 3-0 4ح رو ع بو سك ثرو ند تبن 
نات 4 1ب 1س بزلاب “روك بارت دعل روسل 77 





لاسامحوك صر وك شور 
و- (1دين) + (2+هم) 
والمعادلة الأخيرة لها الشكل: م ح “(ون - ») + “ننه - ) حيث 0 < 9 ح :م 
فالمعادلة تمئّل الدائرة الّتي مركزها (2,1-)7 ونصف قطرها 3 - 9/ه - . 





© 60 -ق د ي6 + ن 2‏ 202 ل 2:2 





5 5 اس‎ 8 : ١ 
نقسْم طرفي المعادلة على العدد 2 حتى نرذها إلى الشكل العام» فتصبح: - رق + ه- ”وج تم‎ 


0 ! 0 5 
ثم نتمّم إلى مريّعين كاملين بالنسبة إلى :2 و /1: 0 تبط وق ل روط نهد كه 





65 9 9 1 1 
د 2+ د دوق ل “ودح دن أ 
9 #4 42 24 +21 
5 9 و38 1 ا 
0 -532-2+25 دين + -22-2-م 
92 +41 7 0 4 7 | 
5 
- 2ق + )+ 2 - م) 
١‏ الس اا 
فالمعادلة تمل التقطة (29-,72). 
9 0 ح 6 دن ل ن4 ل شن ل شبن 
نتمّم إلى مريّعين كاملين بالنُسبة إلى : و /م: 
1[ 1 
0ح 6س م + ين 4-4 ل مه + أنه 
1 1 
-6+--232 +ين) +4 -22 + بم 
4 2 
0 1 
ح 2( ل ن) + 2(7 ل نه 
5 - 2( + بيج 92 + نه) 


وهذا مستحيل فالمعادلة تمئّل المجموعة الخالية © فى هذه الحالة. 


7 اا 
هيه تدرب 
(0 جد معادلة الدائرة في كل حالة مما يأتي: 
© مركزها (1-,2) ونصف قطرها 3 - 7. 
©مركزها (0,0) ونصف قطرها 2/. - 7. 
©مركزها (0,0) وتمر بالتقطة (4,7) . 
© [00] قطر فيهاء حيث: (1,1-)7 و (5,9) 0. 
© مركزها (3-,7)وتمسٌ محور الفواصل. 
© مركزها (3,2)وتمسٌ محور التراتيب. 


© جد معادلة كل من الدّائرتين المرسومتين جانباً: 





© عيّْن ماذا تمثل كلّ معادلة مما يأتي» ثمّ ارسمها في حال كانت دائرة. 
0 0 - 183 7ن10 ل مك شن + أبن 
© 0 - 62-12 + شن ل تبر 
6 0 ع 13 لد و4 م6 تكن ل فجن 
6ه 26-0 - ,6 بيرة1 لس 2ن9- 2بجه 
© 60 ح و2 و6 ل “ريق3 ل تنوق 


©ادرس تبعاً لقيم الوسيط الحقيقيّ ١‏ ماذا تمثل المعادلة0 - ( - و6 ل :و4 - 22 + 20:2 


تماس دائرتين 
الشرط اللازم والكافي لتكون دائرتان (,, 27) ,© و (,ر7, 14) ,© متماستين خارجاً ( أو داخلاً ) هو أن يكون 
البُعد المركزي 7/11 مساوياً مجموع نصفي قطريهما ( أو فرقهما) 
فإذا كانت :دائرتان معيكتان بالمعادلقين. الآتيتيث: 
ررك بز كن كاي 000 
8 - “(رنز- بر)+ “(ر- 6 0:0 
ورمزنا / للبعد المركزي للدائرتين ورمزنا ,1 , ,7 لنصفي قطريهما عندئذٍ نميّز حالتين للتماس: 


الثّماس الداخلى والتماس الخارجيئ كما فى الشكل: 6 
: : 1 
[( 2 
2 > 


تماس خارجي تماس داخلي 
في حالة التّماس الخارجي يكون: ,7+ ,7 -/ 


وأمّا في حالة التّماس الداخلي يكون: |ر- ,| -/ 


0 مركزا الدّائرتان المتماسّتان ونقطة التّماس تفع على استقامة واحدة. 


إلى معادلكا الذائرفين: 6 6 


9- *(10- بر + *(8- 0 0:22 
6- *(5-جر) + “(4+  )‏ :2ر0 





أثبت أنّ الذائرتين ."0 , ,") متماستان خارجاً. 





مركز الدّائرة الأولى: (8,10) © ونصف قطرها 7- ١/49‏ - / 
مركز الدّائرة الثّانية: (4,5-),0 ونصف قطرها 6- ١/36‏ - ,2/ 


- 








0,0, - ./)8+4( +)10-5( 


لنحسب المسافة بين مركزي الدائرتين 045 
0 
نلاحظ أنّ: ,8+ /, - ,0.© فالدّائرتان متماستان خارجاً. 


و لتكن ,© , ,© دائرتين. للحصول على التّقط المشتركة بينهما نبحث عن الحل المشترك لجملة 
معادلتيهما ونميّز الحالات الآتية: 
الحالة الأولى: 
الدّائرتان متماسّتان أي تشتركان بنقطة وحيدة نسمّيها نقطة التماس. 





( 
6 





الحالة الثانية: 


الدّائرتان متقاطعتان أي تشتركان بنقطتين 8 , 4 نسمّيهما: نقطتي التقاطع. ‏ ,0 





١‏ مسي نين اي اين ما تجو رع 
الذائرتين » مع مجموع وفرق نصفي قطريهما ,7 , ,7 ونميّز الحالات الآتية: 
© عندما يتحقق الشرط |, - ,| </ < ,8+ ,8 تكون الدّائرتان © , ,'0 متقاطعتين» والعكس صحيح. 

© عندما يتحقق الشرط ,88+ ,18 < / أو الشرط |ر- ,| > 4 تكون الدائرتان متباعدتين » والعكس صحيح. 
« عندما يتحقق الشرط ,7+ ,7 -/ تكون الدّائرتان متماسّتين خارجاً» والعكس صحيح. 
« عندما يتحقق الشرط | ,8 - ,| - تكون الدّائرتان متماسّتين داخلاًء والعكس صحيح. 

تماس دائرة ومستقيم: 

© المعادلة 0 - و2 - 6# 2ن + 1:2 معادلة للدائرة 6. 
© أثبت أنَّ (4)2,4 نقطة من 6. 
© ارسم © ووضّغ عليها 4 » ثمَّ أنشئ من 1, المماس 7 للدائرة 0. 
© اكتب معادلة للمماس 0. 

















| 1 1 : 
الا 1 نعوض النقطة (1)2,4, في معادلة الدائرة 6 
195-8:2:0-:160- 4ت الت (ةاقاج “1د 07 
وبالتالى فإنّ النقطة 1, من الدائرة 6. 














© نتمّم إلى مرتعين كاملين بالنّسبة إلى:ه و:؛ فنحصل على 10 - '(1- ,) + '[3 -) نستنتج أنَّ 
مركزها [7)3,1 ونصف قطرها 10/: - 7. 


5 5 4-1 0 
©ليكن 7 ميل المستقيم لاملا عندئذ يكون: و - حك ملكه- ”م 
5-5 رلك انك 


وليكن د ميل المستقيم 2.0 وبما أن المستقيمين 14 ) و 0 متعامدان» فإن 2-1 كه عر ومنه 
ا 1 1 : 
- - ,7» وبالتالي فإنّ معادلة المماس 0 هي: [2-ما- 4د وبالإصلاح نحصل على 


0 عيّن مركز ونصف قطر كل من الدوائر» ثُمَ عيّن الوضع النُسبي للدّائرتين ,© , ,6. 
0 -25-25بر+ 0:2 
3ح نري :6 
36-0 تراس 427 0 
© اكتب معادلة الدّائرة © في مستو مُحدث بمغْلّم مُتجانس في الحالات الآتية: 
1) (0)0,0 ء 4م 0 
2) مركزها (0)0,1 ٠‏ وتمس محور الفواصل 
٠» ©0)0,0( 3‏ وتمرٌ بالنقطة (4)3,0. 
© في مستو مُحدث بمغلم مُتجانس نقطتان (3,0) 4 ,. (4,0) 8 
أوجد معادلة الذائرة التي تقبل القطعة المستقيمة| 47 ] قطراً فيها 
© في الشكل (1) دائرة ا نصف قطرها 7 8٠‏ , 4 نقطتان 
ثابتتان و مختلفتان تنتميان إلى هذه الدائرة تتحرك النقطة © على هذه 
الدائرة» و بفرض © مركز ثقل المثلث 486 أثبت أن © تتحرك على 
دائزة نصف قطرها > . 
8 تتاكل في معلم متجانس (0:7,7) المستقيم 7 ذا المعادلة الشكل (1) 
0 - هن + ؟ء والنقطة (3,0)/ 
© وضع النقطة 1 وارسم المستقيم 7 في شكلٍ واحد. 
© لتكن 77 المسقط القائم للنقطة 1, على 7 و نقطة تقاطع 7 مع محور الفواصل. 
أثبت أنَّ المثلث 1772 قائمٌ ومتساوي الساقين واحسب 177 . 
(. استنتج معادلةً للدائرة © التي مركزها 1, وتمسٌ المستقيم 0. 














© القطع المكافئ (83136013) 
سوف تتعلم: 
1. تعاريف وخواص عامة 
2. المعادلة المختزلة للقطع المكافئ 
3. المعادلة العامة لقطع مكافئ محور تناظره يوازي أحد محوري الإحدائيّات 
4. خواص المماس لقطع مكافئ في نقطة منه 
لقد درست سابقاً القطوع المكافئة بصفتها الخطوط البيانية للتوابع كثيرات الحدود من الدرجة الثانية» وقد 
كان محور تناظر كل منها يوازي محور التراتيب «0. ولكننا لم نذكر التعريف الهندسي للقطوع المكافئة 
في ذلك الحين. لذلك سوف نعرّف هندسياً القطع المكافئ ونستنتج المعادلات للقطوع المكافئة التي توازي 
محاور تناظرها أحد المحورين الإحداثيين. 
في مراجعة للدرس (كثير الحدود من الدرجة الثانية) تعلمت أنَّ 
ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية يكتب بالصيغة : + نم + #نده - (8)/ ,18 + 1 : /, حيث ٠‏ وم 
وه ثلاثة أعداد حقيقية معطاة و0 عد 4. لقد وجدنا في دراستنا السابقة أنّ / يُكتب بالصيعة القانونيّة : 








9 2 2 
16ح ع 0 0 1252351 
0 - | +2 أه - )1 وشاكن ()/ - لاوطفيعز بالروز بر ل ولو - و 


عندئذ يمكن كتابة الفعا حدلة السايقّة بالصيغة النموحاجية 


بالصيغة و« + "( ونه - )0 ح ين ومنه ( 0 - ,)1 


0-6 
7 الخلاحة 
ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : ع + :مم + تبه ع ()/ ,18 + 12 : / (0 عد ه). 
* نُسمّي الخط البيانيّ للتابع / قطعاً مُكافئاً ونرمز إليه بالرمز 7. 
* في حالة 0 < م» تكون فتحة القطع من الأعلى؛ وببلغ / أصغر قيمه عند د نن. 
* في حالة 0 > م» تكون فتحة القطع من الأسفلء وببلغ / أكبر قيمه عند د نن. 
© : ى م ول وار أت ثء+ 0ت 
في كلا الحالتين تكون 2- - «, هي فاصلة ذروة القطع 7. 
* ويكون المستقيم المارٌ بالذروة موازياً لمحور التراتيب» محور تناظر للقطع 72. 
* الرمز ب في المعادلة (,بر- «ر) م4 - (,- :) يدل على وسيط القطع المكافئ. 


ا ب 0 وتوصلنا للخلاصة الآتية : 








2 
0 09 


من أين جاءت هذه الخاصّة التناظريّة للقطع المُكافئ؟ استعمل الصيغة القانونية 
لثلاثي الحدود لاسن [2+8)/ و[-2)/ حيث « هوعد 


هو ههه جو 


ال وم المعادلة الآتية : - به بر . بالشكل النموذجى. 


بضرب طرفي المعادلة المعطاة 5-6 نجد: 5+ 22 - > رح «ر4- نتمم إلى مريع كامل بالنسبة إلى 
بو تتحد: 14د يروب ” يرد يرف وهي كاني: 4 ([بعز)د زف أي:. اند برقت 1- يذ 
وهذه المعادلة من الشكل النموذجي (,«ر- «ر) م4 - (,*- «) وتمثل قطع مكافئن2» ذروة القطع 
هي (,:ز,, *) 7 أي (1-,1) ”7» و محوره تناظره يوازي محور التراتيب وقيمة الوسيط 1- - 7. 








ليكن / مستقيماً ما في المستويء؛ ولتكن 7 نقطة لا تنتمي إلى 4 ( 4 © 7).إنّ مجموعة التقط 11 الواقعة 
في المستوي المعيّن ب /و”/ والمتساوية المسافة عن /و ”7 تؤلّف قطعاً مُكافئاً محرقه ل ودليله 1 . 


إنشاء قطع مكافئن 7محرقه/ ودليله 4 (باستعمال التعريف): 


نتأمل المحرق “/ والدليل 8 » ثم نختار أي نقطة 27 على 

المستقيم / 

- نرسم محور القطعة |0/7]. 

- نرسم من 7 مستقيماً يُعامد الدليل 4 فيقطع محور القطعة| 777 ] 
في نقطة 14/. عندئذٍ نجد 1177 - 1/7 (خاصة محور قطعة مستقيمة). 

من أجل كل موضع للنقطة 7 على /نعين بالطريقة ذاتها النقطة 14 الموافقة فنحصل على القطع المكافئ 

كما في الشكل السّابق المرسوم. 





المعادلة المختزلة لمعادلة قطع مكافئ: 

مصطلحات : يُرمز للقطع المكافئ بالرمز 72 . 

و بفرض 1/1 نقطة من القطع و 77 مسقطها القائم على 4/ عندئذٍ: 
7 - كارا جب كح 1 











يسمى المستقيم الثابت 4 دليل القطع المكافئ . 
© البعد بين 7 َك ثابت وبسمى وسيط القطع المكافئ» و نرمز له م2 . 
» بفرض (/ مرتسم 7 على 4 ٠‏ ,11 نظيرة ,11 بالنسبة إلى المستقيم( 77) » عندئذ نجد 
حسب خواص التناظر: ”114,1 - ,1014 ومنه 7 © ,11 عندئذٍ ((77) محور تناظر للقطع. 
بفرض ,11 منتصف [(1 7] فإن 77 ,11 وهي نقطة مشتركة بين القطع ومحوره التناظري .لذلك تسمى 
,1 ذروة القطع المكافئى . 
ملاحظة: نقبل أنه لرسم القطع المكافئ يكفي معرفة ذروته ونقطتين منه: 

1- نعين المحرق 7 ونرسم الدليل 4 في المستوي. 

2- نرسم من ”7 مستقيماً #عمودياً على محور القطع ثم نعين عليه 
النقطتين ,311,,11 بجهتين مختلفقكين من المحور يكون: 
م|2 - ملراط - "ل الا 

3- نعين ذروة القطع , //. 


4- نرسم قوس القطع الذي يمر من النقط الثلاث ,11,,14,,14 كما في الشكل 





2 .تعاربيف وخصائص عامة 


7 هبرهنة وتعريوم 
ليكن 7القطع المكافئ الذي دليله .ومحرقه”/. إِنّ المستقيم 4 المار 
بالنقطة 7 عمودياً على 4 هو محور تناظر للقطع المكافئْ 2. وإذا كانت 
' ”ا هي المرتسم القائم للمحرق ”/ على الدليل 48 كانت النقطة 7» منتصفُ 
القطعة المستقيمة [' 777]؛ نقطة من القطع المكافئن 2» نسميها ذروة القطع 
المغافء 8 
فائدة : 

للقطوع المكافئة خواص عديدة تجعل منها مفيدةً جداً. فمثلاً يتمتّع 
السطح الدوراني الذي نحصل عليه من تدوير قطع مكافئ حول محور تناظره 
بخاصّة مهمة: الأشعة الضوئية الصادرة من منبع موضوع في المحرق 
تنعكس عن السطح بشكل حزمة موازية لمحور القطع؛ كما في الشكل 
المجاوز . 











وبالمثل» الأشعة الواردة إلى السطح القطعي المكافئ موازية لمحور 
تناظره تنعكس لتتجمع في المحرق. تستعمل هذه الخاصة للقطوع المكافئة 
في تصميم مرايا التلسكويات» وفي صنع هوائيات الرادارات» وهوائيات 
استقبال البث الفضائي. انظر الشكل المجاور. 
1 المعادلة المختزلة للقطع المكافئٌ 
ليكن 8 مستقيماً في المستوي ولتكن 7 نقطة لا تقع على /: ليكن 7 
القطع المُكافئ الذي دليله 4 ومحرقه ”/. 
لنختر جملة محاور إحداثية متعامدة مبدؤها 0 منطبق على ذروة القطع 
المكافئن72؛ ومحور تراتيبها 07 منطبق على محور تناظر 








2. ويحيث تكون إحدائيّات ”7 هي (0,27).(الرسم المجاور 1 

يوافق حالة 0 < م ). (م,0) 17 

في هذه الحالة تكون معادلة الدليل 4 هي م- - بر. 0 

تنتمي النقطة («ر, )7 إلى القطع المكافئن 7 إذا وفقط إذا : 1 
سر 


تحقّق الشرط 'مم - #رمرء أي 
“رصع برط روب ونامك “زورب تو د يدل 
وبتربيع الطرفي والاختصار نجد 
(مع مرح رمح مر) ام 
*م ترم 2 + برح ذم برم2- تر دعر 
ترورقح فير 

وعليه نستنتج أنّ المعادلة القياسيّة لقطع مكافئ ذروته في مبدأ الإحدائيّات ومحور 
تناظره هو محور التراتيب هي «رم4 - * : 
ويكون القطع مفتوحاً من الأعلى (أو من جهة التراتيب الموجبة) عندما 0 < رء 
ومفتوحاً من الأسفل (أو من جهة التراتيب السالبة) عندما 0 > م.. 

نسمّي كل قطعة مستقيمة تمر بمحرق القطع المكافئ وبقع طرفاها على القطع وتراً محرقياً: 
ونسمّي وتراً محرقياً أساسياً ذلك الوتر المحرقي الذي يوازي الدليل. في الشكل المجاور الوتر المحرقي 
الأساسي هو [70] وطوله يحقّق المساواة |م|4 - 0. يفيد الوتر المحرقي الأساسي في رسم القطع 
المكافئ. 





2") 0 


وبأسلوب ممائلء يمكننا إيجاد الشكل القياسي لمعادلة قطع مكافئ تنطبق ذروته 
على مبدأ الإحداثيّات ويقبل محور الفواصل «0 محور تناظر. باختيار المحرق 





- 








عند (0,م)7 ومعادلة الدليل م- - مره ثُمّ باتباع الخطوات السابقة نحصل على الشكل القياسي التالى 
لمعادلة القطع 7 : در 4 حدر 


ويكون القطع مفتوحاً من اليمين (أو من جهة الفواصل الموجبة) عندما 0 < 7» ومفتوحاً من اليسار (أو 
من جهة الفواصل السالبة) عندما 0 > 7 . 

لنلخّص فيما يلي الخواص التي أثبتناها فيما سبق: 

المعادلة القياسيّة لقطع مكافئ ذروته في المبدأ 

إن الخط البيانيّ لكلّ من المعادلات الآتية هو قطع مكافئ ذروته في مبدأ الإحداثيّات» ويحقّق الخواص 
المشار إليها حول محرقه ودليله ومحور تناظره: 

© ب«رم4 - > :دء المحرق (م,0)#ومعادلة الدليل م- - «رء ومحور التناظر (0). 

© نم4 - “درء المحرق (7”)7,0 ومعادلة الدليل م- - «ء ومحور التناظر 0. 


عين محرق ودليل القطع المكافئ «8- - > :د وارسمه. ا 11 
الحل: 
بمقارنة المعادلة «ر8- -7 مع الصيغة القياسية «رم4 - 2م 


نستنتج أن 8- - م4» إذن 2- - ر. ومنه 
" محور القطع هو محور التراتيب «((). 
" محرقه (2-,0)/. 
" معادلة دليله / هي 2 - :([. 





" مفتوح من جهة التراتيب السالبة. 
" طول وتره المحرقي الأساسي 8 - | م| 4» فالقطع يمر بالنقطتين (2-,4) و (2-,4-). 


اكتب معادلة القطع المكافئ المتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب» والذي ذروته في مبدأ الإحدائيّات ويمرّ 
بالنقطة (2)8,4/. 

الحل 

الصيغة القياسية لهذا القطع هي «رم4 - 7+ ولأنَ 7 تنتمي إلى هذا القطع وجب أن تحقّق إحدائيّات 
هذه النقطة (8,4) معادلته أي (47)4 - 85 ومنه 4 - م. ويهذا تصبح معادلة القطع المطلوب 
16ح 2ن 








ور 50 
هي تدرب 
© عيّن محرق ودليل القطع المكافئ الذي معادلته 27-6 وارسمه. أعد السؤال في حالة 
بو ]نيب رز 
© اكتب معادلة القطع المكافئ المتناظر بالنسبة إلى محور الفواصلء والذي ذروته في مبدأ 
الإحدائيّات ويمر بالنقطة (3,6-)72. 
© فيما يلي معادلات مختزلة لقطوع مكافئة» عيّن في كل حالة ذروة القطع؛ ومحور تناظره؛ ومحرقه 





ومعادلة دليله وجهة فتحته: 

0.9 ينرم رز 8 لاج يزة عدر 

© 0ح برم-2عر © 0 برم+تير 
1 المعادلة العامة لقطع المكافئ محور تناظره يوازي أحد محوري الإحداثيّات 
1 .الحالة الأولى: المحور يوازي محور التراتيب. 5 

لنبحث عن الصيغة العامة لمعادلة قطع مكافئ ذروته 

النقطة (,'ر.,::) '/ ومحور تناظره يوازي محور التراتيب. لما ا 
كان محرق القطع ”7 واقعاً على محور التناظر استنتجنا أن * 0 
إحداتيّي المحرق هما (7 + ,2ز,,<) حيث 0+ م»ء وعندئة ‏ حسيييع سنطاكة 
تكون معادلة الدليل م - ,در- «ر. كما في الشكل التالي: : 
(في حالة 0 < 7). 


معادلة القطع المكافئ في الجملة [ 7,7, 7) هي [م27-47 استناداً إلى ما رأيناه سابقاً. ولكن 
دساتير الانتقال من الجملة [ 7 ,7, ”7) إلى الجملة [ /, 0.7) هي 
+ ,<*- غ و 1+ مرح ب 

وعليه تكون معادلة القطع في الجملة | /, 0,7) هي 

(بر- بر)م4 - '(,- 0 
إذن الصيغة القياسيّة لمعادلة القطع المكافئ الذي ذروته عند (,«ر,,*) ومحور تناظره المستقيم الذي 
معادلته ,:د- ند هي (,بز- «)م4 - '(,د- ). فإذا كان 0 < 7 كان القطع مفتوحاً من الأعلى 
(أو من جهة التراتيب الموجبة) وإذا كان 0 > 7 كان القطع مفتوحاً من الأسفل (أو من جهة التراتيب 
السالبة). 
1 الحالة الثانية: المحور يوازي محور الفواصل. 
بأسلوب ممائل للحالة السابقة نبرهن أنّ الصيغة القياسيّة لمعادلة القطع المكافئ الذي ذروته عند 
(,,.*) ومحور تناظره المستقيم الذي معادلته ,«ر- «ر هي 


- 








(- منام4 - “(,نز- بز 
فإذا كان 0 < 7 كان القطع مفتوحاً من اليمين (أو من جهة الفواصل الموجبة) وإذا كان 0 > 7 كان 
القطع مفتوحاً من اليسار (أو من جهة الفواصل السالبة). 
المعادلة القياسيّة لقطع مكافئ ذروته ليست في المبدأ 
إنّ الخط البياني لكل من المعادلات الآتية هو قطع مكافئ إحدائيّات ذروته (,:2,.,1)» ويحقق الخواص 
المشار إليها حول محرقه ودليله ومحور تناظره : 
© (وبر- بر)م4- '(,*- <)ء المحرق (م + ,«ر,, :)7 ومعادلة الدليل مر-,بر- برء ومحور 
التناظر هو المستقيم الذي معادلته مح /د. 
© (,*- #)م4- (,«ر- «ز)ء المحرق (,«ر,م + ,)7 ومعادلة الدليل مر- ,+ - ندء ومحور 
التناظر هو المستقيم الذي معادلته ,برح نر. 


عين ذروة ومحرق ودليل القطع المكافئ الذي معادأته (0 ع 274 نك 81 ب بر2 + > مر وارسمه. 
الحل 





مرّع كامل بإضافة 1 إلى الطرفين لنجد 
(8)2-3 -24- 2ق -1+ بر2 + ة بر 
وأخيرا 
(3- 4)2(0 - أ(ا+ مر 
فإذا قارنًا هذه المعادلة بالصيغة القياسيّة 
(- عنام4 - “(,نز- بز 
استنتجنا أن 3 -,<* و 1-- ىبرو 7-2 





فذروة القطع المكافئن هي (1-,3) 7 ومحرقه (1-,7)5 ومعادلة دليله 1- «. وهو مفتوح من جهة 
الفواصل الموجبة لأنّ 0 < 7 . أمَا طول وتره المحرقي الرئيسي فيساوي |م|4 - 8. 
وطرفاه هما النقطتان (5,3)؛ و(5-,5). 











اكتب معادلة القطع المكافئ الذي محرقه (4,1-)”7 ومعادلة دليله 5 - :ر. 
الحل 
الدليل يوازي محور الفواصل إذن للقطع معادلة من الصيغة (:- :)م4 - 5( - *). الذروة تقع في 
منتصف المسافة بين المحرق والدليل إذن إحداثيّات الذروة (4,3-) أي 4 -,+ و3-مر أما م 
فتحسب من الصيغة ,2 - م+ ,7 (حيث ,«ر هو ترتيب المحرق) لنجد 2-- . ومعادلة القطع 
المكافئ المطلوب هي 

(3- :80 - “((4ف)- من) 
التى يمكن إصلاحها لتأخذ الصيغة: 


2 
0 -8-بر8+ 2+8 أو 1+ ود 1 


1 4 

هيه تدرب 

© فيما يلي معادلات قياسية لقطوع مكافئة» عيّن في كل حالة ذروة القطع» ومحور تناظره؛» ومحرقه 
ومعادلة دليله وجهة فتحته» وارسمه. 

(1+ع)4- (3-نر) © (2-م)4- (3-ع) 
 - 2 ©‏ (1- بر) © (1+ع)3-- (1-دمر) 
© (1+ براقت 2+ 1 

© اكتب معادلة القطع المكافئ الذي محرقه (2,5)”/ ومعادلة دليله 1-- :ر. 

© اكتب معادلة القطع المكافئ الذي ذروته (2,1) 7» ومحور تناظره يوازي محور التراتيب (0) ويمر 
بالنقطة (1-,5)» وارسمه. 


© 


© اكتب معادلة القطع المكافئ الذي ذروته (2-,2-) 7 ومعادلة دليله 3- - «ر. 

© فيما يلى معادلات لقطوع مكافئة» عين فى كل حالة دروة القطعء ومحور تناظره» ومحرقه ومعادلة 
دليله وجهة فتحته؛ وارسمه. 

0 :16-20عد يرافب رر4ين* رز © 2100 يرع يروب * نر 

8 0ع 5يد عرة + رمه رز © 4ح نن2 1 برهف * بره 

© عيّن معادلة قطع مكافئ محور تناظره يوازي محور التراتيب 007 ويمر بالنقاط: (14,)3,0 و 
(5,0-),14 و (5-,1/,)0. ثم عين محرقه ومعادلة دليله. 


- 








© عين معادلة قطع مكافي) محور تناظره يوازي محور الفواصل ,27 ودمر بالنقاط: (1-,1)2/ 
و(1-,12,)1 و(1,2-),12. تم عين محرقه ومعادلة دليله. 


2 خصائص المماس لقطع مكافئ في نقطة منه 


© تعريفه 
ليكن 2 قطعاً مكافتاًء ولتكن /17 نقطة من هذا القطع. نقول إِنّ المستقيم #4 يمسّ القطع 7 في 
أو إنّه مماس للقطع 7 في /1 .إذا تحقّق الشرطان : 

© المستقيم 4 لا يوازني محور تناظر القطع. 

© النقطة 14 هي النقطة الوحيدة المشتركة بين القطع 72 والمستقيم 4. 


© تعريفه 
نسمّي المستقيم العمودي على المماس لقطع مُكافئ في نقطة التماس المستقيم الناظم على القطع 
المكافئ عند هذه النقطة. 





82 هبرهنة ( تغبل دون ذكر البرهان) 

نتأمّل قطعاً مُكافئاً 2 دليله المستقيم / ومحرقه 7 ومحور تناظره / وذروته 7. لتكن 14 نقطة من 
القطع المكافئن 7 مختلفة عن ذروته. 

إن المماس 7 للقطع المكافئن 72 في 142 يقطع / في نقطة 7١‏ هي نظيرة ' 1 المسقط القائم 
على / للنقطة 11 بالنسبة إلى الذروة 7. أما المماس للقطع المكافئن 2 في ذروة القطع فهو العمود 
على محور التناظر / في 7. 

















ليكن القطع المكافئن 2 الذي معادلته : 0 -20+ :8- بر4- ” بر. 
0 اكتب معادلة 7 بالصيعة القياسية. 
©أوجد معادلتي المماس والناظم لهذا القطع في النقطة التي ترتيبها 0 - «[ منه 
وارسمهما مع القطع على الشكل نفسه. 
الحل 
© بالإتمام إلى مريّع كامل نجد أنّ معادلة القطع تُكافئ (2- )8 - 2(7- (ر) . 
وبالمقارنة مع الشكل القياسي (,د- )م4 > '(:- 7[) نستنتج أن ذروة القطع 
هي النقطة (2,2) 7» ومحرقه هو النقطة (7)4,2 ومحور تناظره يوازي محور 
الفواصل ومعادلته 2 - 2(ء ودليله منطبق على محور التراتيب الذي معادلته 
حمة 
© إن فاصلة النقطة التي ترتيبها 0 - «( من القطع هي - «. إذن نرغب بتعيين المماس للقطع 7 
المار بالنقطة (3,0) 714. سنتبع طريقتين : 
الطربقة الأولى : لتكن '74 المسقط القائم للنقطة 14/ على محور التناظر. من الواضح أنّ 
إحداتيّي ' 1/4 هما (3,2). واذا كانت (,«زر,,*) 77 نظيرة "14 بالنسبة إلى الذروة (2,2) 7 كان 
3- ,ند و 2 - ,«ر. واستناداً إلى الخاصة الهندسيّة للمماس» نعلم أنّه يمرّ بالنقطتين 

(0:آ) لا و (4,2) 0 


فمعادلة المماس في )1 هي 2 - 2-1 _ 9 1 











أي 5 2ح رنر. 
أَمَا معادلة الناظم؛ فتتعيّن ببساطة» إذ نتذكر أنّ جداء ميلّئ مستقيمين متعامدين يساوي 1-, إذن ميل 
الناظم على القطع في 14 يساوي 1 وهو يمر بالنقطة (0,ة) لل فمعادلته 

5 2-[5- م1 1 

4 02ر2 0 
الطربقة الثانية : لما كان المماس المطلوب يمر بالنقطة 14 كانت معادلته من الشكل 
(3- *) « - برا حيث 0+ 7# ولتعيين 77 ندرس تقاطع هذا المستقيم مع القطع بالحل المشترك 
لجملة معادلتيهما. ولانّ معادلة القطع تحوي هذا واهداً فيه +دء نحسب 2 من معادلة المستقيم 5 
نعوض في معادلة القطع .ولكن في حالة التماس يوجد حلٌ واحدٌء ومن ثَمَ يجب أن يكون ,برح ,در أي 
دوعيل بيذ عي معالة الميان لسار 

424 





- 





ليكن القطع المكافئ الذي معادلته 4 برج بوك /. أوجد معادلة المماس لهذا القطع الذي 
ميله 1- ح 77 . 

الحل 

إنّ معادلة أي مستقيم ميله 1- هي من الشكل 7+ +- - درء المطلوب هنا فعلياً هو تعيين قيم // 
التي تجعل هذا المستقيم مماساً للقطع. وهذا يُكافئ أن يتقاطع مع القطع المكافئ بنقطة واحدة (لأن هذا 
المستقيم لا يوازني محور تناظر القطع). 


و 1 
4 ل 5 
لإيجاد نقاط التقاطع نبحث عن الحلول المشتركة أ جملة أل حادلتي” 1 7 3 


[ عد ربح بر 
تعوبضل.قمة تر من المعادلة الثانية في المعادلة الأولى نجد :+ بد -4- برج ”2 
وهذه تُكافئ 27 -4-- 2(5- :) 
نناقش الحالات الآتية: 
في حالة 2- < / : لا يتقاطع المستقيم ,4 الذي معادلته / + +«- - بر مع القطع. 
عندما 2- - 7/» يشترك معه بنقطة واحدة وتكون فاصلة هذه النقطة 2 - 2« وترتيبها 4- -ح نر. 
ما في حالة 2- > / فيشترك ,4 مع القطع بنقطتين وعندئذ يكون قاطعاً. 
ومعادلة المماس المطلوب هي 2- - - «رء وهو يمس القطع عند النقطة (4-,2). 


4و 5-58 
هينه نتدزب 


أوجد محرق ودليل القطع الذي معادلته: 


كد بر © بو بر © 


(1+ «)ة- (2-+) © رووك ةي 3 

أوجد معادلة القطع المُكافئ الذي ذروته (5-,3) ,11 ومحرقه (3-,3) 7 ثُمَ ارسمه: 
ليكن القطع المُكافئ 7 الذي معادلته: +4 + ”,رح بر 

© عيّن محور القطع؛ وسيطهء ذروته» محرقه ومعادلة دليله ثُمّ ارسمه. 

© أوجد معادلة المماس والناظم في التقطة التي فاصلتها 2- - :د. 
ليكن القطع المكافئ 27 الذي معادلته:0 - 25+ بر2+ :2-12 بر 

© أوجد محور القطع؛» وسيطه؛ ذروته» محرقه ومعادلة دليله ثْمّ ارسمه. 

© أوجد معادلة المماس في تقطة منه ترتيبها 2- - :ر. 
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القطع الناقص (11056ا) 
سوف تتعلم: 


المعادلة المختزلة لقطع ناقص. 

القطع الثاقص هو منحني بيضوي (إهليلجي) على شكل دائرة مضغوطة. وإنّ المسار الذي ترسمه 
الأرض في دورانها حول الشمس قطعٌ ناقص. وهو حال جميع الأجرام السماويّة التي تتحرّك بتأثير 
الجاذبة حول نجم ضخم. هذا هو أحد قوانين كبلر. 





القطع التاقص هو مجموعة نقاط المستوي التي مجموع بعدي 

كل منها عن نقطتين ثابتتين ا و1 في المستوي يساوي مقداراً ثابتاً. 

نسمّي 17 و7 محرقي القطع الثاقص. ونرمز للقطع الناقص م . 

رسم القطع النافص بخط مستمر: 

نستطيع رسم قطع ناقص يحتق التّعريف السّابق وذلك باستعمال 

مسماري كبس صغيرين» وخيط غير قابل للامتطاط»؛ وقلم رصاص» 

حيث نبدأ أولاً بتحديد التّقطتين 7 و”/ على قطعة من الورق ا 
المقوّىء ثم نثبّت المسمارين عند "7 و "7 » ونريط طرفي الخيط 

بالمسمارين المثبّتين» بعدها نشد الخيط برأس قلم التصاص الذي 

يلامس قطعة الورق المقوى (كما في الشكل (1) المجاور) » ثمَ 

نحرّك القلم بهدوء وعناية (مع إبقاء الخيط مشدوداً) دورة كاملة فترسم 

بذلك القطم الكاقض المنشون. الشكل (1) 





- 





و يمكن أن نرسم بنفس قطعة الخيط عدّة قطوع ناقصة ودأشكال مخكانة 


عن طريق تغيير المسافة بين المحرقين ”/ و" . فإذا زادت المسافة 1[ . 





وكان طول الخيط أكثر قليلاً منها ظهر القطع الثاقص أضيقء كما في الشكل (1) السّابق 
في حين أن تقصير المسافة وجعلها أقلَ بكثير من طول الخيط يجعل القطع التاقص 
المرسوم يقترب أكثر فأكثر من شكل التائرة كما في الشكل (2) المجاور. 

وعندما يكون ""/ - "/ نحصل على دائرة. 

محورا تناظر القطع الناقص: 

ليكن ‏ القطع الناقص الذي محرقاه / و "/. إِنْ المستقيم 7 المار بالمحرقين '/ و"'/ محور تناظر 
للقطع الثاقص 6» ويسمّى المحور المحرقي أو المحور الرئيسي. وكذلك يكون المستقيم /» محور القطعة 
المستقيمة ['77]» هو أيضاً محور تناظر للقطع التاقص 6», ويسمّى المحور اللامحرقي أو المحور الثّانوي. 
ينتج من ذلك أن منتصف القطعة المستقيمة ["”77] ولتكن )0 مركز تناظر للقطع التاقص 2, لأثها نقطة تقاطع 





0 
المعادلة المختزلة لقطع ناقص: تك 5 





ليكن القطع الثاقص ي الذي محرقاه ”/ و"1» نتأمّل جملة إحدائيّة في المستوي («ر,»)م 
مبدؤها 0) منطبق على مركز القطع؛ ومحور الفواصل منطبق على المحور 
المحرقي للقطعء نفترض أنّ (7),0 حيث 0 < ع» فتكون (6,0-)"”/ ١‏ +« 
وتكون المسافة بين المحرقين هي: 20 - "17 كما في الشكل (4) 


وتسمى البعد المحرقي. 


الشكل © 
6 (1, )2 كان 20 - "2 + “2/7 (تعريف) »؛ واعتماداً على دستور المسافة بين نقطتين تكتب العلاقة 


- 


السَابقة كالآتى: 








2ع" (0- جر ل “زم عد ور لك “0ب ترا "زوب زمه 
أو “ررس “زوع ين بجوو ع * بريد ”رمب ال 
بتربيع الطّرفين نجد: 2س ةم ه/.- 20 ]- تبرج ةزه م 


بالشر نجد: “تزية “وعد عر)عد + رويد "ربد يوا ل (0لدخوفح *ررين *مسو عرب بز 
ومنه: “روه وده و3 من" يرهد ” زيف" ننه ع0 روا ”ولك ررمد 7مهجبروة - “مر 
وبالإصلاح نجد: بوك + كوك - * نرم “(ع+ عر) .مك 

نقسُم الطّرفين على العدد4 فنجد: + توح “برب “ومس عر) امه 

نريّع الطرفين: زه + 2م)- در + 04 

بالنشر نجد: برو “ربوس "و تر ترجه “معد يزع2 عد #غز) ”إن 
ومنه: رتم + كوين2 + أن د أ رركو تومب أويم2 + تكن 
أى: و0 كلح أرركول كعروم- فيرو 

ومنه: (5ع- تم) *م- “ركوس برع تن) 

نقسّم الطرفين على  -©7(‏ 0) 0 فنجد: 1 اد 


اتن 


ولكن بحسب متراجحات المثلّث لدينا: '”1/ < '”/2 + “/2 أي ع2 < 20 ومنه0 < 6< 0 وبالتالي 7< 47 


2 2 
٠‏ ان ٠ ٠.‏ له . . ل 3 3 ل * 4 
أي اع تع دن ؛ لنعّف *-45- 85 ونعوّضها في * فنجد: اج 0 ولسمى الصّيغة الاخيرة 


المعادلة المختزلة لقطع ناقص , محرقاه على محور الفواصل ومركزه في المبدأ و0 < -< 4 » 0 < 8< 4 
و[6 م حتم]. 
درا القطع الناقص: 
الذروة في القطع التاقص هي كل نقطة مشتركة بين القطع ومحور تناظر له. 
نه الذرا الواقعة على محور الفواصل 0 توافق 0 - «ر نعوّض في المعادلة المختزلة للقطع فنجد: 
ا أئ: ده وحلول هذه المعادلة هي م0- “د أو هم - م وهذا يوافق الذروتين: 
(4,0-)' ل , (0,0) ل 


نلاحظ أنّ طول القطعة المستقيمة | ' 44/] يساوي: 20 . 





- 





غ4 الذّرا الواقعة على محور التّراتيب 0 توافق 0 - « نعوّض في المعادلة المختزلة للقطع فنجد 
| أي: 2-82ثر وحلول هذه المعادلة هي 8- در أو 8 - در وهذا يوافق الدّروتين: 
(5-,0)' 8 , (0,5) #ء نلاحظ أنّ طول القطعة المستقيمة | ' 87] يساوي: 27 . 
ودما أنّ 7< 4 نجد أن 28 < 20 أي 
' رم < ' مل 

ع تسمّى القطعة المستقيمة |'1./] القطر الرّئيسي 
(أو القطر الكبير) للقطع. 

تسمّى القطعة المستقيمة [' 87] القطر الثّانوي 
للقطع (أو القطر الصّغير للقطع). 


قطع ناقص معادلته 225 - ” :25 + ” 9» عين محرقيه وذراه وارسمه. 





الحل 
00 ش اه 5 #بر25 5ر9 
نردٌ المعادلة إلى الصّيغة المختزلة بأن نقسّم طرفيها على العدد 225 فنجد: 1 - 2-2 + 2 
05 255 
0 00 بر 00 
0ه 25 22 * 20 02 
9-” 5 , 05-25 ومنه: 2-3 , 5دخن 2 


وبالتّالي طرفا القطر الكبير هما الدروتان: (5,0-)"4 , (0, 
طرفا القطر الصغير هما الذروتان: (3-,0)' 8 , (0,3) 8. 
ونها أن “رات كوت *واتهة أن 65-55-0216 

إذن: 4 - ©» ومحرقا القطع هما: 


(4,0-)"7/ , (7)4,0 كما في الشكل الآتي: 





قطع ناقص محرقاه عند التقطتين (2,0-)”/ , (2,0) 1 وله ذروتان عند النقطتين: (4,0+) . أوجد معادلته 


وارسمه. 











الحل 


بما أنّ المحرقين هما : (2,0-)”1 , (7')2,0 فإنّ: 2 ح 6. ويما أنّ الأروتين عند: (14,0) فإن 4 - 4. 


2 2 


ولدينا 42-2 - 2 ومنه: 16-4-12- 82 ومعادلة القطع من الشّكل: ا أي : 
"ل لت هي معادلة القطع المنشودة. 
12 16 * 
3 
السم: 15015 ا 


لبر | 1 ا 

ا ا 

111" 
سا4 


12 نك 21 
كا كل 
,- 181 81 8" ده اها ال 
0 11 
13 50150 1ك لك 

القطع الناقص الذي محوره المحرقي ينطبق على محور التراتيب: 

نتأمّل قطعاً ناقصاً ‏ الذي محرقاه “1 و"ل» نتأمّل جملة إحداثيّة في المستوي 
مبدؤها 00 منطبق على مركز القطع» ومحور التراتيب منطبق على المحور 
المحرقي للقطع؛ في هذه الحالة يكون طرفا القطر الكبير هما الذروتان 
(8)0,5 و(2)0,5» أمّا طرفا القطر الصّغير هما (4)0,0 و(2,0-)'4: 


ومحرقاه (ع,7")0/ » (ع-,7")0/ حيث 0 < 0. 








ويكون في هذه الحالة أنّ 0< 85 و5-07+05م 

ولإيجاد المعادلة المختزلة للقطع الثاقص © نكتب: 

أَيَاً كانت م ح (:ز, )72 فإنّ هذا يكافئ تحفّق الشرط 28 - "21 + “مر 
وبحسب دستور المسافة بين نقطتين نكتب: 


- “ومس بر)+ “(0- عنمل “لم بوم “(0- ملل 


حيث: تحصيل كها فى .العالة الشايقة على الصيدة: 





- 





2 2 
ل 
ا حيث 4< 7 » وهي الصّيغة المختزلة لقطع ناقص مركزه (0)0,0 » ومحوره المحرقي منطبق 
2 مبرهؤة ( تقبل دون ذكر البرهان ) 


مساحة القطع الثاقص الذي نصف قطره الكبير 4 ونصف قطره الصّغير 6 
تعطى بالعلاقة: ‏ /. 0. 7 2ت في 


قطع ناقص معادلته: 36 - * تر4 + > :9 . عيّن ذراه ومحرقيه وارسمه واحسب مساحته. 
2 2 


ترد المعادلة إلى الكنيعة المختزلة يان نقتم طرفيها على العدد 36 فتهد: اا 
5-9 ومنه 3- 5 ومساحته ج67 - 3. 


ذروتا القطع الموافقتان للقطر الرّئيسي هما التقطتان: (0,3) 8 و (3-,0) 2» أمّا ذروتاه الموافقتان للقطر الثانوي 
هما (4)2,0 و (2,0-)4» ويكون في هذه الحالة 02-82-47 أي 5 -9-4- 22 ومنه 5/. - 0 


وصحرقاة ( كل :0) آل + 5ح بن كر 


الرسم: 


7 507 
هيه تدرب 
على المحور المحرقي والذرا: 


0- 2ر25 +162 © 7-4تبربةير4ه © 1+ 2 221و > 

















© أوجد كلآ من: المحرقين» الذّراء طول القطر الكبير» طول القطر الصّغيرء ثمّ ارسم القطع التاقص الموافق 
لكلّ حالة مما يأتى: 

1[-* ررة4ه ”يذ © 1د 5 ترهي "عزو 0 2-36 تر4+ ”غ92 © 100 * ترؤووس يرك 002 
© أوجد معادلة القطع التاقص اعتماداً على شكله المعطى في كلّ حالة مما يأتي: 


ل 














© القطع الرزائد (75013عملالط) 


رغم أن القطع التاقص والقطع الزّائد يختلفان اختلافاً كليّاً في الشّكل لكنّهما يتشابهان في التّعريف وفي المعادلة 
البعدين عن المحرقين في تعريف القطع الرائد؛ وأيضاً فى المعادلة نستبدل إشارة - ب + كما سنرى. 


87 تعريوه 

القطع الرّائد هو مجموعة نقاط المستوي التي القيمة المطلقة لفرق بعدي كل منها عن نقطتين ثابتتين ”1 و '"/ 
في المستوي يساوي مقداراً ثابتاً. 

نسمّي "1 و7 محرقي القطع الزّائد. ونرمز للقطع الناقص /7. 
رسم القطع الزائد بخط مستمر: 

يمكن رسم قطع زائد يحقق التّعريف السّابق وذلك باستعمال: 

مسمارين صغيرين» خيط» مسطرة» وقلم رصاص كالاتي: 

نثبت المسمارين على قطعة من الورق المقَوّى عند التقطتين "/ و'"/. 
ثم نعلّق أحد طرفي المسطرة جزئيّاً عند" ؛ بحيث تكون المسطرة 
قابلة للدوران حول "1 كما في الشكل المجاور. 

ثم نقصّ قطعة من الخيط بحيث تكون أقصر من طول المسطرة 
ونثبّت أحد طرفي الخيط إلى الطّرف الحر 1, للمسطرة والطرف الآخر إلى المسمار عند "/» ثمّ ندفع الخيط بقلم 
ال[تصاص إلى المسطرة ليصبح مثشدوداً عند التقطة 7/» نحافظ على الخيط مشدوداً وندوّر المسطرة حول '”/ 
فيرسم رأُسُ القلم خطاً على الورق المقوى» وهذا الخط الذي رُسم هو جزء من قطع زائد محرقاه ”/ و'”1 . 

يمكن رسم أجزاء أخرى من القطع الرّائد بجعل المسطرة تدور حول “/. 

ونعلل انتماء النّقطة 7/ إلى القطع الرّائد كما يأتي: 

إن التقطتين ا و"/ هما المحرقان المذكوران في تعريف القطعء فإذا رمزنا 7 إلى طول المسطرة أي 
4 - ” ورمزنا 5 إلى طول الخيطء أي 2/4 + 77 - 5 وجدنا أنّ الفرق بين المسافتين 7و 77/ يحقق: 








إمثر - من[ # رط + م8[ ح مر[ صم[ 
وبحسب الشكل السّابق و-م/ر- 
وهذا الفرق يبقى ثابتاً عندما تتحرّك المسطرة حول '”/ . 


التناظر فى القطع الزائد: 
ليكن القطع الزّائد 74 الذي محرقاه “/ و'”[. 








إن المستقيم ,7 المار بالمحرقين "7 و"/ هو محور تناظر للقطع الرّائد (لأنَ جميع نقاط القطع متناظرة مثنى 
مثنى بالنّسبة إلى .1). 
ويسمّى ,7 المحور المحرقي أو المحور الأساسئ. 
أيضاً المستقيم ".1 محور القطعة المستقيمة | ' 1777| هو محور 
تناظر آخر للقطع الرّائد ويسمّى المحور اللامحرقي أو المحور الثانوي. 
ينتج من ذلك أنّ نقطة تقاطع محوري التَناظر .7 و "72 ولتكن 0) 
منتصف | "77 ]هي مركز تناظر للقطع الرّائده كما في الشكل المجاور. 
يسمّى طول القطعة المستقيمة | '7/] البعد المحرقي ونرمّزه: 

0 < 6 : ع2 - زر 
المعادلة المختزلة (النموذجية) لقطع زائد: 
ليكن القطع الزائد)7 الذي محرقاه ”4 و"”7. ولنعيّن في مستوي القطع جملة إحداثيّة مبدؤها 0 منطبق على 
مركز تناظر القطع؛ ومحور الفواصل منطبق على المحور المحرقي لهذا القطع. نفترض أن (2,0)/ فتكون 
(0,ع-)'"7 » كما في الشكل المجاور. 
أيَاَ كانت التقطة (:[, «)7/ من القطع عندئذ نكتب 





تعريف القطع الزّائد: 

0 - "لط - رص 
وبحسب متراجحات المثلّث "2/77 لدينا: 
'لإم - مص | < "117 أي: 2 < 20 ومنها: 























0 
واعتماداً على دستور المسافة بين نقطتين نكتب: 


26 - | 0(2 - )+ تزع عل - 0(2- )+ 2زم 0" 
أو 20 كنزح “زونديمن ليك “رز “زهت زرا 


ويتربيع طرفي المساواة نجد: 


"مقع "برسه ‏ رم جا نش بك" بره رمو يوك "ترك روه يا 


وبعد فك الأقواس والإصلاح نصل إلى: 





00 4 مذ 
ا 
060 0 
وتسمّى المعادلة المختزلة (القياسيّة) لقطع زائد» حيث 87-207+ 45 و»ع< »© , 0 < 5 ومحرقاه على محور 


الفواصل ومركز تناظره في المبدأ 0. 


- 














417 ل 
تقاطع القطع اند 2 بك مع المحاور الإحدائيّة: 
2 
- التقاطع مع محور الفواصل يوافق: 0 - «ر » نعوّض في معادلة القطع فنجد: 1 - 7 ومنه ١-4‏ : 
وحلها: - د أو 4- - :دء ويذلك نحصل على نقطتي التقاطع (1")0,0, , (4,0) 4 اللتين تُسميان ذروتا 
القطع الزائد. كما ونسمّي القطعة المستقيمة[/4]القطر الرّئيسي للقطع وطولها 20 -'14.. 
2 


- التقاطع مع محور التّراتيب يوافق: 0 - :د » نعوّض في معادلة القطع فنجد: 27-1 ريلد ود ةن 


وليس لهذه المعادلة جذور حقيقيّة» فالقطع الرّائد في هذه الحالة لا يتقاطع مع محور الثّراتيب. 
وهو عبارة عن فرعين منفصلين ,/7 , 74 أي: /7 ب 7/4 -/7 


ا يب 1ن 811111111119 ا 
وعندما ,14ج 0 يكون 20 - '0[7)- '[0) ل اسل | | السسعوة| 0 
كما في الشكل المجاور. بيذ 0 
لاه ان كلك اللاك ذ نه 
المستقيمان المقريان لقطع اد ##ا | | ]| | إثس| | 


2 
نتأمل معادلة القطع الرّائد د 7 لبر 
01 


نحسب «ز بدلالة 2 فنجد: ل بر حيث: إممدرهةإنب[ه-,م-[|ء 2 
0 


2 
أو 1-4 2ه /) 
0 0 


ا 0 0 . 7 5 6 
وعندما تصبح | ا كبيرة كفاية فإِنّ المقدار > يقترب من الصّفرء ونجد أنْ 7 تقترب من «- - بر 
ل 01 


لكك 
وح د بر 
01 











نسمّي كلا من المستقيمين 2« ار ,4 و 56 - بر: وى مستقيماً مقارباً للقطع الزائد)7؛ وهما يساعدان في 


رسم القطع. 
رسم القطع الزائد اعتماداً على مقاربيه: 
لرسم القطع نتبع ما يلي: 


« نمثل الذروتين (4,0-)"1 , (4)0,0.» وأيضاً نمثل التقطتين (8-,8")0 , (8)0,8 واللتين نطلق عليهما 
تجاوزاً اسم الذروتين المرافقتين. 
عنددذٍ يحدّد المستقيمان الأفقيّان المرسومان من '8 , 8 مع المستقيمين الشاقوليين المرسومين من'4 , 4 
مستطيلاً يُطلق عليه اسم المستطيل المركزي للقطع الرّائد 71: كما في الشكل (1) الثّالي. 
ا" 4 
نلاحظ أنّ ميلي قطري المستطيل هماج . 
01 
© نمدّد قطري المستطيل فنحصل على /7,/١2‏ المستقيمين المقاربين للقطع الرّائد كما في الشكل (2). 





- 


© نرسم القطع /7مارَاً من ذروتيه ومقارياً للمستقيمين / ,/ كما في الشكل (3) التالي. 
نلاحظ أنّ رؤوس المستطيل تبعد عن مركز القطع مسافة تساوي نصف البعد المحرقي ع» لأنَّ 
2+7 » ومنه رؤوس المستطيل تقع على الدّائرة التي مركزها مركز القطع والمارّة من 
محرقيه ",”/ كما في الشكل (3) الآتي: 































































































قطع زائد /7 معادلته 144- 2 بر9+2-16. عيّن ذراهء محرقيه؛ ومعادلتي مقاربيه وارسم هذا القطع. 
2 2 
نقسّم طرفي المعادلة على العدد144 فنحصل على الحادا, وبالمقارنة مع الصّيغة الفياسيّة 


2 2 


” 4 : : . : 
ا لجحذد أن85-9, 2-16 » ومنك 3- 6, 4 - 0 ومحور القطع منطبق على محور الفواصل. 


ذروتا القطع هما (4,0-'4 , (4)4,0 » والذروتان المرافقتان هما (3-,0)' 8 , (0,3) 8. 





ودما أنّ872+87- 2ح نجد:25 -16+9- 2ع ومنه فإنّ 5 - 0. 

محرقا القطع هما:(5,0-)"7 , (7)5,0 . 

مبعادلتا المقاريين و 020 و 257 

وحتَّى نرسم القطع نرسم المستطيل المركزي للقطع ونمدّد قطربه فنحصل 
على المقاربين ونرسم القطع. 


























0 معادلة القطع الزّائد الذي تقع ذروتاه عند التّقطتين (73,0) وبقع محرقاه عند (4,0ج) . 


2 
المحور المحرقي للقطع هو محور الفواصلء فمعادلة القطع لها الضيغة: 1- 77-27 جيث هودع ددن 





2 2 
ال 


وإنْ 85-2-42-16-9-7 وبالتالي فإنَ معادلة القطع سه 





- 







































































القطع الزائد الذي محوره المحرقي منطبق على محور التراتيب: 
إذا كان محرقا القطع الرّائد الذي مركزه مبدأ الإحداثيّات على محور 
الثراتيب كان محرقاه: (2-,0)"/ , (7)0,6 وذروتاه 

الثقطتين (65-,0)' 8 , (0,5) 8 

وبطريقة مشابهة للحالة السّابقة نجد أنّ معادلة القطع الزائد تأخذ 


2 2 


الضيغة: | - 7-77 حيث 2-82ع/١‏ - و 
01 


وذروتاه المرافقتان في هذه الحالة هما (4,0-)' 4 , (0, 6) ك4 . 


لرسم هذا القطع نرسم المستطيل المركزي التّاتج من تقاطع المستقيمين 

















اك 5111 "11 
11 كان داكت 111 
1 1501 
للبم لاج للا 
الا طلا/رالالل لل 
الل /ل الال 
مم كاك 1ك 110ل 
كاك كال 
1 5ك 5051511 
11 1 ل 51 21101 
11 5ك كله 7 2150 
الا 1 كف 111 
ا" ورت 8ه د ل 1 للا 
| #81 | 1 | اتا بي | | 


الأفقيّين المارّين بالذروتين والمستقيمين الشاقوليين المارّين بالذروتين المرافقتين» ثمّ نمدّد قطري المستطيل فنحصل 


١ 0 7 9‏ 9 0 4 3 . ءك]أء2 7 
على المستقيمين المقاربين للقطع واللذين معادلتيهما #وبتد مه ا" وبح بر لل »لم نرسم القطع الزائد مارًا 
01 01 


بالذروتين ' 8 , 8 محاذياً لمقاربيه كما في الشكل الآتى: 


قطع زائد /1 معادلته4 -42- 2در. عيّن ذراه» محرقيه؛ ومعادلتي 


2 2 
نقسّم طرفي المعادلة على العدد4 فنحصل على 1--35--2, 
. 1[ 4 


2 2 


ودالمقارنة مع الصّيغة القياسيّة1 - 5 د نجد أنّ42-1,82-4 : 


2 00 
6 0 


ومنه 2 - ,4-1 ومحور القطع منطبق على محور التراتيب. 











ذروتا القطع هما (2-,8")0 , (0,2) # » والذروتان المرافقتان هما (1,0-)'4 , (1,0) . 


وما أن 62+87- 2ح نجد: 5 -1+4- 2ح ومنه فإنّ 5 - 0. 
محرقا القطع هما: (كل.-,1")0 , (7)0,./5 . 
معادلتا المقاريين «2--ح بر: ية , 22 - بز: برل . 


لك تمذخرة تابع المقلويم + جاب 


المعرّف على اجتماع المجالين |0,ه-| و إ٠ه+‏ ,0 الذي نرمز إليه بالرمز *1. 





- 














تابع المقلوب متناقض تماماً على لمجال ] 0 ,هه --[ تابع المقلوب متناقض ماما على المجال ] 5ه + ,0 [ 


نسمّي الخطّ البيانيَ الممثل للتابع / قطعاً زائداً. 

في مَعْلّم متجانس يكون المبدأ 0 مركز تناظر للقطع الزائد /7 ذلك لأنّه 
مهما كان العدد الحقيقي غير المعدوم 27 كانت النقطتان :)1 
و(4-,:-11/ من /7» اللتين فاصلتاهما بالترتيب 7 و:-» متناظرتين 
باليّسبة إلى المبدأ 0. 
© إذا كانت معادلة القطع:42- 2:- 2د فهو يقع في الرّبعين الأول والثالشث 


8 


بالنسبة إلى جملة المقاربين فإنّ: ل, ا موجبان معاً أو سالبان معأ ومنه 7 -| 2257| ومعادلة القطع الزائد 





2 
المتساوي الساقين منسوب إلى مقاربيه: |[1|.. 3 د 
خخ |62 

ودما أنّ: 40/2 -ء فإِن كار وبالتعوسض نجد أنّ: 0 غ20 

وهي معادلة قطع زائد منسوب إلى مقاربيه؛ محوره المحرقي منصف الرّيع الأول لجملة المقاربين ومعادلته: 
ا لا وهو منطبق على المحور 1 . 

© إذا كانت معادلة القطع:42- 2:- 2 در فهو يقع في الرّيعين الثاني والرّابع بالنسبة لجملة المقاريين فإِنّ 
إشارتي 2, 1 مختلقان ويكون 7ل - | 37 ]2 |إفتك ون معادلة القضع بالسبة إلى 








ومعادلة محوره المحرقي لا - 7 وهو منطبق على المحور 7[' ”(. 

نقبل أنّ كل معادلة من الشكل 0ب ثابت - 7[ ار هي معادلة قطع زائد منسوب إلى مقاربيه. 

ملاحظة: 

|1].. لتعيين ذروتي القطع نوجد الحل المشترك لمعادلة المحور المحرقي مع معادلة القطع. 

[2|.. لتعيين محرقي القطع نوجد الحل المشترك لمعادلة المحور المحرقي مع معادلة الدائرة التي مركزها مركز 
القطع ونصف قطرها © . 





- 





مثال: في مستو محدّث بمعلم متجانس مجموعة من التقاط( «ر, «) 14 : 4- ند 
1. بِيّن أنّ مجموعة التقاط المفروضة هي قطع زائد متساوي السّاقين. 

2- عيّن وسطاءه 0,5,0 وأوجد معادلة محوره المحرقي. 

3. أوجد إحدائيّي كل من ذروتيه ومحرقيه . 

الحل: 

)١‏ إن المعادلة من الشكل: -> - :ر.:د فهي تُميّل قطعاً زائداً منسوباً إلى مقارييه المتعامدين ل اا 


2 


فالقطع متساوي الساقين: فيه 5-4 وهته 3/2 دن عننثة 3/2 - وح قرز 4د 2/عودح 


إن معادلة المحور المحرقي هي «- 7 لأنَ القطع يقع في الرُيعين الأول والثالث 
3) لإيجاد الذروتين نوجد الحل المشترك لمعادلة المحور المحرقي ومعادلة القطع. 
©... بر - 2 
©.. 4ح برع 


00001 . 0 5" . 
سن عار وعدا | مدال" 


فتكون الذّروتان: (2-,2-)' 4 ,(2,2) 4 

لإيجاد المحرقين نوجد الحل المشترك لمعادلة المحور المحرقي ©... ,رح م 

ومعادلة الدائرة (3) 16 - 5 بر + ةجر 

نعوض © في © فنجد: 2-16 تر+: د ومنه 22-8 إِمّا: 20/2 - + أو: 2./2-- ع 


22,212 [ 


0 |[ ,)"سر 








, 0 
هيه تدرب 
0 فيما يلي معادلات لأريعة قطوع زائدة مرسومة؛ أقرن كل قطع زائد مرسوم بمعادلته اعتماداً على المحور 
المحرقي والذرا: 


©  161:5-925-144 © 95-255” - 5 





80 000 
1١1 151 
ال‎ ١1 هك‎ 877 




















لله 
ص 
الاك 
صل © 


ام 


1 0 
5 ا 


23 101101 للها اللا 





























© أوجد كلا من: ذرا ومحرقي ومقاربي القطع الزائد» ثمّ ارسمه في كل حالة ممّا يأتي: 
1-*ن-*ير © 1[1->*س->*يزةك4 © 4-0د+ةسر-ة*عر © 36- > بر4-*2ر9 0 
© أوجد معادلة القطع الزائد في كل حالة مما يأتي: 

© محرقاه (0,72) وذروتاه (71+,0). 

© ذروتاه (1,0ج) .ومعادلتا مقاربيه <5+ - نر. 

© محرقاه (3,0ج) ودمر من النقطة (4,1) //. 

© محرقاه (1+,0) وطول قطره الرئيسي يساوي 1. 

© عيّن لكل من القطوع الآتية: (المركزء المحور المحرقيء الذراء المحرقين) وارسم القطع. 

7-5 برك-*نر , [و9-:*4)2- :برو , 1دتعه-ةابر 





- 









































لي تمرينات ومسائل 


لل إختر كل إجابة صحيحة فيما يأتي 
© معادلة القطع الزائد والذني محوره التناظري هو محور التراتيب .هى 
1 “روه ةع 8 1115-ك 7ه 0 #برسك ]1ب 9 56- 


© معادلة الدائرة هى. 
1ع “تزه 62 7 7ز2ة][ع”ير4 0 *تمحه4ى.د* نز 0 2-36 


معادلة القطع الناقص والذي محوره التناظري هو محور التراتيب هي: 





97> بر4ك 0 


“يرو برق 0 


ترون يوق 18 “برد ]ع ذيزة .3 “تفع ةع 1 2-36 يريو ارك 0 


5 حد معادلة لز من القطوع الآاتية: 


( جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه 6 و 10 ومركزه (0,0) وقطره الرئيسي منطبق على محور الفواصل. 
(2) جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه 6 و 10 ومركزه (0,0) وقطره الرئيسي منطبق على محور التراتيب. 








© جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه المبدأ وذروته (6,0) والبعد بين محرقيه 20 . 
جد معادلة القطع المكافئ الذي ذروته المبدأ ومحرقه (6,0). 
© 12 6#ل/ة ح رن 
2 2 2 2 
2-5-5-8 د ار 
1 4 1 4 
© 8ح مس2 رن © 8ح 21-2 
© 86 ح كن دشن 6 - 22 + 2172 
(© المعادلات (0) و © و 06 قطوع زائدة . 
© المعادلتان 69 و تمثل قطوع ناقصيه. 
(© المعادلتان 7 و تمثل دوائر 
المعادلة 2) تمثل معادلة لقطع مكافئ محوره يوازي محور التراتيب. 
| في مستو منسوب لمعلم متجانس اكتب معادلة القطع الناقص إذا علمت إن 
مركز القطع [0)0,0 ,21 -7 ,0-7 المحور المحرقي منطبق على محور الفواصل. 





- 





لنتعلم البحث معأ © 


(و6نامر في ستر محدّث بمعلم متجانس النقاط [4)1:2/ و |3,2-)2 و [2-1-) م0 واليطلوبب: 


© أثبت أنّ النقاط , و 7 و 0 لا تقع على استقامة واحدة. 
© جذ معادلة المستقيم ,4 محور القطعة المستقيمة |18 » ثمَّ معادلة المستقيم ,4 محور القطعة المستقيمة 
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© احسب البُعد 1/4 » ثمّ استنتج معادلة الدائرة '1 المارة برؤوس المثلث "241/70 . 
© مثل النقاط 4 و 8 و © و 7 ثم ارسم الدائرة '1. 


9 


نتأمل في الشكل المرافق الدائرة ”1 التي مركزها : والتي تمر من النقطتين / و 7/»: 
والمستقيم .4 مماس الدائرة '1 في النقطة 4,. نهدف في هذه المسألة لحساب طول الخط 
الموضح باللون الأحمر. 


نحو الحل 
للانطر لاريم جانا الخط كو جر دن الممانن فى الننلة 1_0 
وقوس من الدائرة والقطعة المستقيمة. سام 
11نم | ا مال 
|( | | | | | ]مضا 


4 بحثاً عن نتائج مباشرة. 1 كاه 
[لاكتب إحداقيات النقاط ار ى و 0 1ه ال 
2- أثبت أنّ المستقيمين [1/1) و (177) متعامدان» واستنتج 
أن القوس 48 ربع الدائرة '1. 
3- احسب نصف قطر الدائرة '1» ثم اكتب معادلتها. 
حاحب طون سار نار نف بنش اطول لسارو 
/ أنجزٍ الحلّ واكتبة بلغةٍ سليمة. 








- 








7 إيجاد معادلة المماس لقطع مكافئ علم ميله 

ليكن القطع المُكافئ الذي معادلته: 4- مر+ 0 7» عيّن ذروته ومحرقه ومعادلة دليله كُمَ أوجد معادلة 
الحل: 

نحو الحل 

© بالإتمام إلى مرتّع كامل نجد أنّ معادلة القطع المكافئ تكتب على الشكل: 


/ د > 1 
0 )د - ”د 0 عين محوره التناظري وجهه الفتحة و ذروته ,/لواكتب معادلة دليليه 


8 بحثا عن نتائج مباشرة. ارسم الشكل وفق المعطيات <- - 7 و 5-ا]./1 و (4-,1) “لء دليله: 


3ح مز :لم 

بحثاً عن طريق. معادلة حزمة المستقيمات التي ميلها 1-- م من الشكل: 0+ عرم, - بر 
أي أنّ: 0+ جد بر 
نعوّض في معادلة القطع نجد: 0 - 24 + 8+ 48 - ” « ونحسب المميز 80 -16- - 0 
شرط التثماس: 48-0 ومنه: 2-- 1 


كر أنجزٍ الحل واكتبة بلغة سليمة 
ملاحظة: نقبل بأنّ مماس القطع المكافئ في ذروته عمود على محوره. 


0 


©جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه 6 و 10 ومركزه (0,0) وقطره الرئيسي منطبق على 
مدر الرر اضلن 


©جد معادلة القطع الناقص الذي قطره الرئيسي منطبق على محور الفواصل وطوله 14 والبعد المحرقي 
0 ومركزه (0,0). 






©جد معادلة القطع الناقص الذي قطره الرئيسي منطبق على محور التراتيب وذروته (9,0) وطول 
قطره الكبير 20 ومركزه (0,0). 














-_ 


© جد معادلة القطع الناقص الذي محوره الرئيسي منطبق على محور التراتيب وذروتيه (5+,0) والنسبة 


/! : 10 
بين طولي قطريه 0-5 
©جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه 10 و 16 ومحوره الرئيسي منطبق على محور الفواصل. 


© جد قيم الوسيط ؛. التي تجعل المعادلة 2-3-0«ر(286-9)-2+ هي معادلة قطع ناقص. 


0 





©جد معادلة القطع الزائد محوره المحرقي منطبق على محور التراتيب ذروته (0,/7) ويمر بالنقطة 
(2,3-). 

©جذ في كل حالة المحور الرئيسي والذرا والمحرقين والبعد المحرقي وطول القطرين الكبير والصغير. 
#برو ]عد ير 4 “ررم ]بد * يزو ©) 0 - 2 بر25 + 2 :16 00 

جذ في كل حالة المحور الرئيسي والذرا والمحرقين والبعد المحرقي وطول القطرين الرئيسي 
والثانوي. 





2 





0-2 25-0 


١ 25‏ 
9 
“بر 2 
0 -6-10-ت (3+ 2) 
16 


0 - : يز6 1- 5 :25 
2-010 بره 


([9) جد قيم الوسيط التي تجعل المعادلة 5-6+ | +ع |+ ”بر هي معادلة قطع زائد. 








